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Vrai-Faux

(1) (a) Faux. Si n > 1, Panneau Z /p™ Z n’est pas réduit ('image x de p dans Z /p™ Z est non nulle mais
2™ = 0) : anneau Z /p™ Z n’est donc pas un corps dans ce cas. En revanche, c’est un corps lorsque n = 1.

Remarque. Le mieux est en fait de donner un exemple explicite : 2 est diviseur de zéro dans Z /4 Z, qui n’est donc pas un corps.

(b) Faux. La classe 2 de 2 dans Z /7 Z vérifie 2% = 1 : le sous-groupe de (Z /7TZ)* engendré par 2 est d’ordre
3, il est donc strict (car #(Z /7Z)* = 6), donc 2 n’engendre pas (Z /7Z)*.

(c) Vrai. On a #(Z /9Z)* = ¢(9) = 6. Si a € Z, notons a son image dans Z /9 Z. Comme pgcd(2,9) = 1, on
a2e€(Z/9Z)* : dapres le théoreme de Lagrange, ordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z /9Z)* divise
6.0na2 =1 #1, AR # 1 : cet ordre ne divise ni 2, ni 3, il vaut donc nécessairement 6, de sorte que
2 est un générateur de (Z /9Z)*.

(d) Faux. Prenons a = d = 5 et b = ¢ = 0. La matrice M = diag(5,5) € My(Z) est inversible dans Ma(R))
(on a det(M) = 25 € R™), mais son image M dans My(Z /5 Z) est nulle, donc non inversible.

(e) Vrai. Si z € K\ {0}, alors x est inversible dans K : on dispose de 7! € K. En supposant y unitaire (ce
qui semble implicite dans 1’énoncé), on a p(z)u(z=t) = p(rr=1) = u(lx) = 11, ce qui montre que u(x) # 0.
Il en résulte que Ker(u) = {0}, et donc que u est injectif.

Remarque. On peut invoquer le fait que les seuls idéaux du corps K sont {0} et K, mais la rédaction qui précéde est préférable : elle est aussi efficace mais ne
requiért aucun prérequis (en fait c’est 'argument qui sert a prouver 1’énoncé sur les idéaux de K).

Exercice 1

k+1
(2) Supposons la famille (z1,...,zk41) liée : il existe Ag, ..., Ag+1 € K non tous nuls tels que Y Aax; = 0.
i=1

Comme (z1,...,xx) est libre, on a Ag41 # 0 : on peut écrire 21 = — Zk: )\,;il)\ia:i, ce qui montre que
ZTr4+1 est combinaison linéaire de zq, ..., z;. Réciproquement, supposons qulc: 1xk+1 soit combinaison linéaire
de x1,...,xk @ il existe A\1,..., A\ € K tels que zp1 = zk: Aix; : en posant A\py; = —1, on a kil Niz; =0
comme A,41 # 0, cela montre que la famille (x4, ... 7mk+11:)1 est liée. =

(3) On procede par récurrence sur k € {1,...,n}. Un famille libre & un élément n’est autre que la donnée
d’un vecteur non nul : ily a #F — 1 = #K" —1 = p™ — 1 tels vecteurs. Supposons k € {1,...,n—1}. D’apres
la question précédente, la donnée d’une famille libre (z1,...,zk4+1) est équivalente a celle d’une famille libre
(w1,...,7x) (lyena (p® —1)(p" —p)--- (p™ — p¥~1) en vertu de I'hypothese de récurrence) et d’un vecteur
Zp+1 qui n’est pas combinaison linéaire de (x1,...,x), i.e. qui n’appartient pas & Vect(z1,...,zx). Comme
Vect(zy,...,z,) ~ KF est de cardinal #K* =p* ily a #E — p* = p™ — p¥ tels vecteurs. Finalement, il y a
(" =)™ =p)--- (" =P 1) (" — p") telles familles.

(4) La donnée d'un élément de M,,(K) équivaut a celle celle de ses vecteurs colonnes (i.e. & de I'image de
la base canonique par ’endomorphisme de K™ associé). L’élément appartient & GL,, (K) si et seulement si la
famille des vecteurs colonnes est une base de K”. Il y a donc une bijection entre GL,,(K) et 'ensemble des
bases de K", ce qui montre que # GL,,(K) = (p™ — 1)(p" —p)--- (p™ — p" ).

Remarque. Le groupe GlLy, (K) agit simplement transitivement sur l’ensemble des bases de K" (étant donné deux bases de K™, il existe un unique élément de
GLp, (K) qui envoie la premiére sur la deuxiéme). Le choix de n’importe quelle base (ci-dessus on a pris la base canonique) fournit une bijection de GLy, (K) sur
I’ensemble des base de K.



Exercice 2

(5) (a) Ona (1) = 1. Supposons i € Z~g. Les éléments z € {1,...,p'} non premiers & p’ sont ceux divisibles
par p, i.e. de la forme pk avec k € {1,...,p"" 1} il y en a p'~ !, d’ott p(p*) = p* — p*~ L.
. k . k . .
On a Dy = {p'}o<i<k donc f(p¥) = (1) + 3 p(p') =1+ 3 (p' — p'') = p* (somme télescopique).
i=1 i=1

(b) Sidy | my et dy | ma, alors d1ds | myma, done lapplication P est bien définie. Comme pged(my, mg) = 1,

il existe r € N, p1, ..., p, des entiers premiers deux & deux distincts, a1,...,a, € Nsg et s € {0,...,r} tels
que my = pi{*---pl et mo = pgff cooplr. Sid € Dipym,, il existe ag,...,a, € N tels que 0 < oy < a;

pour tout ¢ € {1,...,r} et d = p{*---p¥. Si dy € D, et do € Dy, sont tels que dids = d, 1'unicité

de la factorisation en produit de nombres dans Z\{0} implique qu’on a nécessairement d; = p{* ---p%* et

dy = poiit -+ p27. Cela montre que P est bijective.

Remarque. Autres approches.

e Injectivité. Si (d1,d2), (d],d5) € Dmy X Dmy sont tels que P(dy,dg) = P(d],d5), on a dy | my et dj | my : comme pged(m1, mg) = 1, on a a fortiori
pged(dy, db) = 1. On a dy | dydg = d{d} : le lemme de Gauss implique que dy | d}. Symétriquement, d{ | dy, et donc dq = d}. On a de méme dgy = df, et P
est injective.

e Surjectivité. Soit m € Dyymy- Posons di = pged(m, m1) € Dy ot dy = 5"—1 € Nuq : on a pgd (do, %) = 1. Comme m | mymsg, on a do | 7;—'11777,2,
d’ott dy € Dy, en vertu du lemme de Gauss, ce qui montre que m = dydg = P(dy, dg).

b
On peut aussi raisonner par cardinalité. Reprenons les factorisations de m et mg ci-dessus. Un entier d € N g divise m1mg si et seulement si d = pll cee p?‘T
T s T
avec b; € {0,..., a;} pour tout i € {1,..., r}. Cela montre que #Dmimg = I1 (14+a;). On a de méme #Dmq = IT1 (1 4a;) et #Dmgy = 1 (+4ay),
i=1 i=1 i=s+1

ce qui montre que #Dm;my = #Dmq #Dmy, ot conclut.

(c) Observons que si di € Dy, et da € Dpy,, on a pged(dy,da) = 1 (parce que pged(mi, ma) = 1), ce qui
implique que ¢(d1ds) = p(d1)p(d2) comme rappelé dans le préambule de ’énoncé (cela résulte du théoreme
des restes chinois). D’apres la question précédente, on a donc

fmams) = > pldids) = > > o(dr)p(d)

(d17d2)697n1 X@mg d1€@m1 dgG@mQ
(X w@)( X ) = Flma)fma).
d1€ Dy d2€ D,
(d) Ecrivons n = p’fl ---pkr avec r € N, py, ..., p, premiers deux & deux distincts et ki, ...,k € N. D’apres
la question (5) (a), on a f(pf) = pf pour tout 7 € {1,...,r} : comme p’fl, ..., p¥ sont deux & deux premiers

entre eux, la question précédente implique que f(n) = f(plfl) e f(pffT) = p]fl cphr =,

(6) (a) Si z € K*, le théoreme de Lagrange implique que l'ordre de x dans le groupe K* divise #K* = c.

Cela montre que K* = || Qg, ou Q4 désigne 'ensemble des éléments d’ordre d dans K*. La réunion étant
deD.
disjointe, on a donc ¢ = #K* = > #Q;= > N(d).
deD. deD.

(b) (i) Si h € H, il existe k € Z tel que h = z*, donc h? = 2% = 1. Cela montre que les éléments de H
sont tous des racines du polynéme X — 1. Dans le corps K, ce dernier a au plus d racines : comme #H = d
(par définition de I'ordre), cela montre que X?¢ — 1 est scindé dans K[X] et que ses racines, simples, sont
précisément les éléments de H. Si y € K* est d’ordre d, alors y% = 1, donc y est racine du polynéme X¢ — 1,
de sorte que y € H en vertu de ce qui precede.

(ii) Si d € 2, est tel que N(d) # 0, alors K* contient un élément  d’ordre d. D’apres la question précédente,
tous les éléments d’ordre d appartiennent & H = (z) ~ Z /dZ. Comme le groupe H a ¢(d) générateurs (i.e.
éléments d’ordre d), cela montre que N(d) = ¢(d) dans ce cas. Finalement, on a montré que N(d) € {0, ¢(d)},
en particulier N(d) < ¢(d).

(c) D’apres les questions (5) et (6) (a),ona 0= f(c)—c= > (¢(d)—N(d)), et p(d) — N(d) € N pour tout

d€D.
d € 9, en vertu de la question précédente. Une somme d’entiers naturels est nulle si et seulement si chacun

des entiers est nul : cela montre que N(d) = ¢(d) pour tout d € Z.. En particulier, on a N(c) = ¢(c) > 0 :
le groupe K* contient un élément d’ordre ¢. Comme il est d’ordre ¢, il est cyclique.

Probleme
I. Valuation et valeur absolue p-adiques



I.A. Définition de la valuation

(7) On a |n| < 2" < pl"l : cela montre que I'ensemble {i € N; p’ | n} est majoré. Il est non vide (il contient
0) : il a donc un plus grand élément k. On a alors p* | n et pt*1{n.

(8) Par définition, on peut écrire a = p*»(¥a’ et b = p*»®) avec a’,b’ € Z\{0} non divisibles par p, i.e.
premiers & p. On a ab = p’»(D+» ()¢’ : comme a’b’ est premier & p, cela implique que v, (ab) = v,(a)+v,(b).

(9) On a ad = be, donc vy (a)+v,(d) = vp(b)+vp(c) (¢f question précédente), soit v,(a)—v,(b) = vp(c) —vp(d).
%7
vp(rs) = vp(ac) — vp(bd) = (vp(a) + vp(c)) — (vp(b) + vp(d)) = vp(a) — vp(b) + vp(c) — vp(d) = vp(r) + vp(s)

en vertu de de la question (8).

(10) Ecrivons r = § et s = § avec a, b, ¢, d des entiers relatifs non nuls. On a rs = donc

(11) Soit d € N+ tel que dr,ds € Z un dénominateur commun. On peut écrire dr = pvr(dr) g et ds = pUr(ds)p
avec a, b entiers non divisibles par p. Quitte & échanger r et s, on peut supposer que v,(r) < v,(s), d’out
vp(dr) = vp(r) + vp(d) < vp(s) + vp(d) = vp(ds). On a alors

d(’l“ _ S) _ pvp(dr)a _ p'up(ds)b — pvp(dr) (CL _ pvp(ds)—vp(dr)b)

ce qui implique que vy, (dr) < vp(d(r — 5)) d.e. vu(r) = vp(dr) — vp(d) < vp(d(r — s)) — vp(d) = vp(r — s).

(12) Siu € ZU{+o0}, on a u+ 0o = +00 et u < +00.

e Soient 7,5 € Q. Si rs # 0, la question (10) montre que v,(rs) = v,(r) + vp(s). Si s =0, on a rs = 0, donc
vp(rs) = vp(0) = 400 et vp(r) + vp(s) = vp(r) + 00 = 400, de sorte que v,(rs) = v,(r) + v,(s). De fagon
symétrique, 1’égalité est aussi valable si r = 0.

e Soient r,s € Q. Sir =s, on a v,(r—s) = v,(0) = +00 > min{v,(r),vy(s)}. Sis =0, on a v, (r—s) = vy(r)
et min{v,(r),v,(s)} = min{v,(r), +00} = v,(r) : on a bien v,(r — s) > min{v,(r), v,(s)} dans ce cas. Il en
est de méme si s = 0. Le cas ol r, s et r — s son non nuls est couvert par la question (11).

I.B. Etude de v,(n!)

(13) On a By = {p*m}men., = {p"M}me(1.2,....|n/p+)}- Cela montre que #Ej, = Lp%J

pkmgn
(14)Onaie By ek <wv,(i) = ke {1,...,u,(i)} (si on se restreint aux entiers k£ non nuls, ce qui n’est pas
completement clair dans I’énoncé, mais est plus commode pour la suite), d'ott #{k € Nsg; i € Ex} = v,(i).
Il en résulte que

n n n oo s 00
_ N — . _ _ _ n
vp(nl) = Y vp(i) = X #{k € Nsosi € Ep} = 3 3 Liem, = 3, #Ev = 3. | 7k]-
=1 i=1 i=1 k=1 k=1 k=1
Remarque. La somme qui précéde n’a qu’un nombre fini de termes non nuls, parce que | 5| = 0 des que n < pF, i.c. des que k > lli‘f(’;;

B

&) o0
(15) D’apres la question précédente, on a va(n!) = Y. [ 45| et vs(n!) = > [ 2|, d’olt va(n!) > v5(n!) pour
k=1

tout n € Nsg. Il en résulte que le nombre de zéros a la fin de I"écriture décimale de n! est égal & vs(n!). Ici

v5(100!) = kE L%J = 1004 100 — 24 : il y a donc 24 zéros a la fin de ’écriture décimale de 100!.
=1

o0
(16) On a LI%J < & pour tout k € Nsg, donc vp(n!) < n 37 pik = nli/ﬂp = ;77 (somme d’'une série
k=1

géométrique).

n—sp(n)

Remarque. On peut étre un peu plus précis on a vp(n!) = =1

, olt sp(n) est la somme des chiffres de I'écriture de n en base p (ce qui montre

n

oo ;

qu'en fait, on a toujours vp(n!) < Z=L). En effet, écrivons n = 3. a;p’ avec a; € {0,...,p — 1} pour tout i € N et a; = 0 pour i > 0. On a
i=

oo 40 oo Sk=1

pk pk P

™

k—1
) aj_ _ ;
a;p'~*. Comme 0 < [ R Zk=1l < T2 p—ll =1- -4 <1, 0nadonc {LkJ = 3 a;p*"*. D’aprés ce qui précede,
i>k P P i=0 P P P i>k
o ) < i . oo i .
cela implique que vp(n!) = > ¥ a,ipiflC = > > aiprbik = X aiy7711 = %pl(n)
k=1i>k i=0 k=1 i=o P P

. On montre cette formule dans le cas particulier ot p = 2 dans

la partie suivante.



I.C. Une caractérisation des puissances de 2

S} .
(17) Soit k = >~ a;2" Pécriture de k en base 2 (on a a; = 0 pour i >> 0, de sorte que la somme est finie). Posons
i=0

ip = inf{i € N; a; = 0}.Onadonck = 142+ 420714 3 ;20 = 200 —14 3 ;2% dous(k) =ig+ >, a;
>0 i>10 i>10
et k+1=2%+ > a;2°. Cela implique que vo(k + 1) =g, et que s(k+1) =1+ > a; = 1 + s(k) — ip, de
1>10 >0

sorte que va(k + 1) =ip = s(k) —s(k+1) + 1.

(18) D’apres la question précédente, on a

va(n!) = 2 wa(k) = - (s(k — 1) — s(k) + 1)
k=2 k=2
:n_ls(k)— 3 s(k)+n—1=s(1)—s(n)+n—1=n—s(n).
k=1 k=2

(19) On a (}) = Wlk)” donc

1)2((2)) =va(n!) —va(k!) —va((n—Kk)) = (n—s(n)) —(k—s(k)) —(n—k—s(n—k)) = s(k)+s(n—k) —s(n)

en vertu de la question précédente. Si n est une puissance de 2, on a s(n) = 1. Supposons 1 < k < n :ona
k,n—k € Nsg, donc s(k) > 1 et s(n—k) > 1, ce qui prouve que vg((Z) > 1, et donc que (Z) est un entier
pair.

(20) Posons r = va(n) : on peut écrire n = 2" + 7 a;2" avec a; € {0,1} pour tout i > r et a; = 0 si i > 0.
Posons k =2" :on a s(n — k) = s(n) — 1. Commé>sr(k;) = 1, cela implique que

1)2((:)) =va(n!) —va(k!)—va((n—k)!) = (n—s(n))—(k—s(k))—(n—k—s(n—k)) = s(k)+s(n—k)—s(n) =0

i.e. que () est impair. D’apres I'hypothese, cela implique que k ¢ {1,...,n—1}. Comme k € {1,...,n}, on
a nécessairement n = k = 2" et n est une puissance de 2.

1I.D. Valeur absolue p-adique

(21) Posons zﬁ% =0:onalz[, = pp% pour tout € Q. On a v,(xy) = vy(z) + v, (y) d’apreés la question

(12), d’ont |xy|p = pvpl(zy) = pvp(x)lﬂp(y) = |x|p |y|p. De méme, on a v,(z — y) > min{v,(z), v,(y)}, donc

1 1 1 1
|z — y|p =y < prn{vp (@)oY max {Wa m} = max{|x|p ) |y‘p}'

Cela implique que |2 +y[, < max{|z|,,|-y[,} = max{[z[,.|yl,} < [z], + [yl, vu que [—y[, = |y|, car
vp(—y) = v,(y) (parce que v,(—1) = 0).
Remarque. 11 est utile d’invoquer la question (12) et pas les précédentes, pour pouvoir inclure sans vérifications supplémentaires le cas ot @y = 0.

(22) On a dy(z,2) =[x — 2|, = |t —y +y — 2|, < max{|z —y[,, |y — 2]} = max{d,(z,y),d,(y,2)}. Cela
implique en particulier que d,(x, z) < d,(z,y) +d,(y, z) (inégalité triangulaire). Pour montrer que d, est une
distance, il suffit d’observer que dp(z,y) =0 = [z —y[, = 0 = vy(z — y) = +00 = @ = y (séparation), et
que dp(z,y) = dp(y, ) parce que |v —y[, = [-1[, |y — x|, = |y — z[, (symétrie) parce que |-1[, = 0.

(23) On a |p”|p =L ——0, ce qui montre que lim p" = 0 dans I'espace métrique (Q,d,).
P n—o00 n—00

I1. Les entiers p-adiques

I1.A. Définition de Z,

(24) Si (an)n>0 € Zp, on a bien sir a,+1 = a, mod p par définition. Réciproquement, soit (an)n>0
une suite d’entiers tels que a,, € {0,...,p"*! — 1} et a,41 = a, mod p" ! pour tout n € N. Soit n € N.
Montrons par récurrence sur m > n que a,, = a, mod p"t!. Clest trivial si m = n : supposons m > n.
Par hypothése, on a a,, = am—1 mod p™, donc a,, = am—1 mod p™*! vu que m > n + 1. Par hypothese

n+1



de récurrence, on a en outre a,_1 = a, mod p™T! : par transitivité, on a donc a,, = a, mod p"T1, ce qui
conclut.

(25) Par hypothese, il existe ¢ € Z tel que a, 41 = ¢p" ! + a,. Comme a,, € {0,...,p" ! — 1}, cette écriture

n .
n’est autre que la division euclidienne de a1 par p"+1. Par ailleurs, on a aussi Gpt1 = un+1p”+1 + 3 wipt,
i=0
et 0 < S uip’ < 3 (p—1)p' = p™*! —1. Par unicité de la division euclidienne, on a nécessairement q = ;41
12(7)1 4 1=0
et a, = > u;ph.
i=0
(26) Si un tel k existe, on a a, = 0 (parce que vp(a,) = +00) pour tout n < k, et a,, # 0 (parce que
vp(ay) < 400) pour tout n > k. On a donc nécessairement k = min{n € N; a,, # 0}, ce qui prouve l'unicité.
Montrons 'existence. Vu ce qui précede, posons k = min{n € N; a,, # 0}; c’est un entier bien défini parce
que la suite (a,)n>0 n’est pas nulle par hypothese. Si n < k, on a a,, = 0 donc vp(a,) = +oo. Par définition,
on aap € pPZN{1,...,p"*t — 1}, ce qui implique ax = uxp® avec ux € {1,...,p — 1}, d’ott vy(ax) = k. Si
n >k, onaa, =a;, mod pFt! : il existe m € Z tel que a,, = aj, + p**'m = p*(uy + pm). Comme p { uy, on
a pfax +pm, et donc v,(ay,) = k.

(27) Soit n € N. Par définition de la division euclidienne, on a a,, € {0,...,p"*! — 1}. Par ailleurs, on a
p" | w—ay, et p" T2 | x—any1, Aot p" ! | 2—ay,4 1. Cela implique que p" ! | (z—an)—(T—ani1) = Gpi1—an,
soit encore a, 41 = a, mod p"*l. D’apres la question (24), la suite (a,,)n>o définit un élément de Z,,.

(28) @ Comme 7 < p"*! pour tout n > 1, on a 6(7) = (2,7,7,...).
eOna—-7=3-10et -7 =5"t —7 - 5" ayec 0 < 5! — 7 < 57! lorsque n > 0, ce qui montre que
0(—7) = (3,18,118,...,5"+1 —7,...).

(29) Soient z.y € Z tels que 0(z) = 0(y) = (an)n>0- On a alors p"*! | x — a, et p"* | y — a, et donc
p" 1 | x—y, soit encore n < v,(z—y) pour tout n € N. Cela implique que v,(z—y) = +00, i.e. que x—y = 0,
soit encore x = y.

n+1
(30) e On a 0 < a, = pp_fl < pPtl — 1. Par ailleurs, a, 11 — a, = p"*!, donc a1 = @, mod p
d’apres la question (24), a € Z,,.

e Supposons qu'il existe x € Z tel que (ay,)pn>0 =6(x). Siz >0, ona a, =z dés que z < p

n > iﬁg;; : cela implique que la suite (a,)n>0 est stationnaire & partir d’un certain rang, ce qui n’est pas. On

n+1 .

ntl e des que

a donc nécessairement = < 0. Ecrivons = p"t! +2z—p"*t :ona 0 < p"tl 4z < p"t! des que —x > pHl de.

des que n > hfi(p?, ce qui implique que a,, = p"T! + 2 pour n>> 0. On a de méme a,, 1 = p"*2 + z et donc

Qi1 — ap = p"2 — p"*H pour n > 0. Comme v, — o, = p"*1, cela implique que p"*! = pnt+2 —
i.e. p"t2 = 2p"*t1 pour n > 0, et donc p = 2.

Si p # 2, on arrive a une contradiction, qui montre qu’'un tel x n’existe pas. Si p = 2 par contre, on a
a, = 2" — 1, ce qui montre que o = #(—1) et donc un tel x existe dans ce cas (il y a donc une petite erreur
dans ’énoncé, qui oublie la cas p = 2).

1
p

1

Remarque. En anticipant un peu, on a un autre argument : Zp est un anneau et 6 un morphisme d’anneaux injectif. Comme (p — l)an = pn+ — 1, on a

(p—1)a = —1 : si un tel x existe, on a (p — 1)z + 1 € Ker(6), d'otr (p — 1)z +1 =0, i.e. z = — pil' C’est un entier si et seulement si p = 2, et il vaut alors

—1 : on retrouve ce qui précéde.

(31) Siz =0, on a vy(z) = +00 = 7,(0) = 0,(0(0)). Supposons désormais n # 0 : la suite (an)n>0 = 0(x)
n’est pas nulle. Posons k = v,(z) : on a p* | z, donc a, = 0 si n < k. Par ailleurs, on a = ay mod pPT! :
comme p* | x et p**1{z, on a p* | ay et p**1 f ax, d’ott vy(ax) = k. Sin >k, on a a,, = a;, mod p"*!, donc
pF | an et pP*1ta,, soit v,(a,) = k. Cela signifie précisément que @, (0(z)) = k = v, ().

I1.B. Structure d’anneau

(32) Soit n € N. Par définition de la division euclidienne, on a bien siir ¢, € {0,...,p"*! — 1}. Par ailleurs,
onap" | a,1 —an et PP | by — by, Aot p" | (api1 4 bag1) — (an + by). Comme p"* | a, + by, —cp
et p" 2 | ang1 + bug1 — cug1 (de sorte que p" | ang1 + bug1 — cuq1), on en déduit que p"tt | cppn — cp,
soit encore ¢, 41 = ¢, mod p"T!. D’apres la question (24), cela implique que (¢;,)n>0 € Zyp.

(33) e L’élément 6(0) € Z,, est la suite nulle. C’est I’élément neutre pour la loi +.



e Si a =0, alors b = 0 vérifie a + b = 0 : supposons désormais que a # 0. On dispose de k = T,(a) : on a
0 sin<k

p* | a, pour tout n € N. On définit b = (b,),>0 par b, = | )
= ptt —a, sin>

. Par construction, on a

b, € {0,...,p"*! — 1} pour tout n € N. Par ailleurs, on a p* | b, pour tout n € N (c’est évident si n < k,
et résulte du fait que p* | a,, et b, = p"*' —a, si n > k. Soit n € N. On a bien sir b, y; = b, mod p"*1 si
n+ 1 < k puis que p* | b, et p* | b,41. Supposons k > n. Il existe m € Z tel que an1 = a, +p"'m :on a
b1 =" 2 — a1 = "2 —a, — p"m = b, +p" T (p — m — 1), de sorte que b, 1 = b, mod p"tl. Cela
montre que b € Z,. Comme p"*! | a,, + b, pour tout n € N, on a a+b=0.

e La loi + est une loi de composition interne sur Z,. Elle est commutative et associative en vertu de la
commutativité et de I’associativité de 'addition dans Z /p"*! Z pour tout n € N. D’apres ce qui précede, elle
admet un élément neutre, et tout élément admet un inverse. Cela signifie que (Z,,+) est un groupe abélien.

(34) Notons 1 € ZN la suite constante égale a 1. Elle définit trivialement un élément de Z,. Par ailleurs, la
définition de la loi . implique que c’est un élément neutre pour la multiplication.

(35) Soit a = (an)nen € Z, telle que (3b € Z, \{0}) ab = 0. Ecrivons b = (b,)nen : pour tout n € N, on
a p" | apby, i.e. n+ 1 < vy(an) + vp(by). Posons k = 0,(b) : pour tout n > k, on a v,(b,) = k, et donc
n+1—k<wvy(ay,), i.e. " =% | a,. Comme a,, = a,,_; mod p"~**+1 cela implique que p"~**1 | a,,_j pour
tout n > k, de sorte que p" ! | a,, pour tout n € N. Comme a,, € {0,...,p" " —1}, cela implique que a,, = 0
pour tout n € N, i.e. a = 0. Cela montre que (Zp,+,.) est un anneau integre.

(36) o Sin > v,(a)+vy(b), onan > v,(a), donc vy(a,) = vy(a), et de méme v, (b,) = v, (b). Cela implique que
Up(anbn) = vp(an)+vp(by) = vp(a) +v,(b) : comme v, (a) +v,(b) < n+1, le reste d,, de la division euclidienne
de apby, par p"*! vérifie encore v,(dy,) = vp(a) + vy(b). Comme c’est vrai pour tout n > v,(a) + v,(b), cela
montre que vp(ab) = vy(a) + vy (b).

e Posons m := min{v,(a), v, (b)}. Par définition, on a vy(a,) > vy(a) > m pour tout n € N. On a de méme
vp(by,) > m pour tout n € N. Il en résulte que v,(a, — b,) > min{v,(ay),v,(b)} > m pour tout n € N. Cela
implique que v,(a —b) > m.

(37) Soient z,y € Z : 'élément 0(x + y),, (resp. 8(x),, resp. 6(y),) est le reste de la division euclidienne de
x+y (resp. z, resp. y) par p" ! : cela implique que 6(z+y), = x+y mod p"*! (resp. f(x), =z mod p"*!,
resp. 0(y), =y mod p"*t1), de sorte que O(z+y), = 0(z), +0(y), mod p™*!, puis que le reste de la division
euclidienne de 0(x), +0(y), par p"*! est 0(z+y),, ce qui signifie précisément que 6(x+1vy) = 6(x) +0(y) dans
Z,. On montre de la méme maniére que 0(zy) = 6(z)0(y), ce qui prouve que 0: Z — Z, est un morphisme
d’anneaux. On a vu dans la question (29) qu'’il est injectif.

Remarque. De fait, 6 est I’'unique morphisme unitaire Z — Zp.

(38) Si a est inversible, il existe b = (by,)n>0 tel que ab = 1. Cela implique que pour tout n € N, on a a,b, =1
mod p"*!. Pour n = 0, cela signifie que aphg = 1 mod p, ce qui implique que ag # 0. Réciproquement,
supposons ag # 0 : on a ag € {1,...,p — 1}. Comme a,, = ap mod p pour tout n € N, cela montre que
vp(a) = 0, i.e. que a,, est inversible modulo p"*! pour tout n € N : soit b, € {1,...,p" ! — 1} I'inverse de
a, modulo p"*1. En termes savants, b, est 'unique représentant dans {0,...,p" "1 — 1} de l'inverse de la
classe de a,, dans Z /p"T! Z. Par définition, on a b, € {0,...,p" "t — 1} et a,b, = 1 mod p" ! pour tout
n€N.Sine N, onap"|ab, et p"? | apy1bp11. Comme p" ™t | api1 — ay, on a aussi p"t | anby1,
ce qui montre que p" ™ | a,(by41b,). On a vy(a,) = 0 : Uentier a,, est premier & p. D’apres le lemme de
Gauss, on a donc p"*! | b,41 — by, soit encore b, 1 = b, mod p"*l. D’apres la question (24), cela montre
que b € Z,,. Les congruences a,b, =1 mod p"*t1 pour tout n € N montrent alors que ab = 1, et donc que a
est inversible dans 'anneau (Z,, +, .).

(39) e Supposons qu'il existe b = (b,)n>0 € Z, tel que a = 0(p*)b dans Z,. Cela signifie que pour tout
n € N, a,, est le reste de la division euclidienne de p*b,, par p"*!. Cela implique que a,, = 0 pour tout n < k,
et donc que vy(a) > k.

e Réciproquement, supposons que vy(a) > k. Pour tout n € N, on a p* | a,. Pour n € N, il existe
b, € {0,...,p"*! — 1} unique tel que a, 1 = p*b,. Comme @111 = anyp, mod p"TF+L soit encore
pFbpy1 = pFb, mod p"TFHL on a b, = b, mod p™t! en divisant par p*¥. On a donc b := (b,)n>0 € Zp.
Par construction, on a a = 6(p*)b.

Remarque. Vu l’identification entre Z et son image 6(Z) C Zp, on pourrait aussi bien écrire a = pkb dans ce qui précede.



(40) Soit I C Z, un idéal non nul. Posons k = min{v,(a)}.en foy- Il existe a € I\ {0} tel que v,(a) = k.
D’apreés la question précédente, il existe b € Z, tel que a = 0(p*)b. On a k = v,(a) = v,(0(p*)) + v,(b) en
vertu de la question (36) : comme v,(0(p¥)) = k en vertu de la question (31), on a v,(b) = 0, soit by # 0.
D’apres la question (38), cela implique que b € Z) : il en résulte que p* = b~'a € I, de sorte que p* Z,, C I.
Par ailleurs, si a € I\ {0}, on a v,(a) > k : d’apres la question précédente, on a p* | a dans Z,,, i.e. a € P Z,.
Cela montre que I C p* Z,, et finalement que I = pF Z,.

Finalement, les idéaux de Z,, sont {0} et les p¥ Z,, pour k € N. Cela montre en particulier que Z, est principal.

(41) e Soient a,b,c,d € Z avec bd # 0, tels que (a,b)R(c,d) : on a ad = be. Comme 6 est un morphisme
d’anneaux, on a §(a)0(d) = 0(b)6(c), i.e. (6(a),0(b))R(6(c),0(d)), ce qui montre que O(%) := (6(a),d(b)) ne
dépend que de la classe ¢ de (a,b) modulo R, et donc que I'application © est bien définie.

e Le fait que © soit un morphisme de corps résulte du fait que 0 est un morphisme d’anneaux. Si a,b,c,d € Z
avec bd # 0, on a % + £ = 2dtbe donc

O(5 + ) = 0(*57<) = (0(ad + be), 0(bd)) = (0(a)0(d) + 0(b)0(c), 0(b)0(d))
= [0(a), 000)) + (0(c), 0(d)) = ©(%) + (%),

On montre de méme que @(%.g) (%) (9) c’est plus simple). Cela montre que © est un morphisme
d’anneaux. Il est unitaire parce que ©(1) = (6(1), (1)) =1

e Tout morphisme de corps est injectif (un corps n’a pas beaucoup d’idéaux) : le morphisme O ne fait pas
exception.

(42) Par hypothese, on a ad = be, donc vp(a) + vp(d) = vp(b) + vp(c) en vertu de la question (36), ce qui
montre que vp(a) — vp(b) = vp(c) — vp(d).

(43) Siz € Zy, on a x = {, donc v,(x) = Vp(x) — V(1) = Up(z) : cela montre que v, prolonge @,. Comme
Uy est & valeurs dans N U{+o0}, cela implique aussi que v,(z) > 0.

Réciproquement, soit = € Q,, tel que vy(x) > 0. Si x = 0, on a bien stir x € Z, : supposons z # 0. Ecrivons
r = ¢ avec (a,b) € E. Comme z # 0, on a a # 0. On peut écrire a = ”P(a)a’ et b= p»®Y avec a', b € Z,
tels que vy (a’) = vp(b’) =0,de d,b' €Z;. Onaalors § = pvr(@)— v 4 Comme vy, (z) = vp(a) —v,(b) € N
et %mz ona ¢ € Zy, et donc x € Z,,.

I1.C. Topologle dans Q,

(44) Par définition, comme k > n+ 1, on a a; = an mod p"*, i.e. vy(ar — a,) > n+ 1. Cela implique que

vp(a—H0(an)) > n+1, soit encore |a — 0(an)|, < an, de sorte que hm la —0(an)], =0, d.c. lim O(an) =a
n—oo

dans l'espace métrique (Zy, |.[,).

(45) Soit a = (an)n>0 € Zp. On a vu dans la question précédente que lim 6(a,) = a. Comme a,, € N pour
= n—o0

tout n € N, cela implique en particulier que 6(N) est dense dans (Zy, |.|,) : c’est a fortiori le cas de 0(Z).

-1
(46) Supposons que vy(a) >1:ona a1 =0, i.e. Y, u;p" = 0. Par unicité de I’écriture d’un entier en base
i=0
p, cela montre que up =u; =--- =wu;—1 = 0.
Réciproquement, supposons que ug =43 =--- =uj—1 =0. Ona u, =0sin <l et vy(u,) >1sin>0. Cela
implique que v,(a) > I.

(47) (a) Soit i € N. Comme (a'®);>¢ est de Cauchy, il existe N € N tel que k, I > N = v, (a®) —aV) > i+1.

Si k,l > N, on a donc a(k) = a(l) Par unicité de I’écriture en base p, cela implique que u( ) = ul(.l) des que

k,l > N, ce qui montre que la suite (u (k)

. Jk>0 est stationnaire.

(47) (b) Pour i € N, posons u; = klim agk) (cela a un sens en vertu de la question précédente). Comme
— 00

ugk) € {0,...,p— 1} pour tout k € N, on a u; € {0,...,p — 1} pour tout i € N. Pour n € N, on pose alors
n .

an = > up' €{0,...,p""! —1}. La suite a = (a,)nen définit un élément de Z,.

Sim € N, il existe N € N tel que k,l > N = vp( (k) — a(l)) > m + 1. Quitte & augmenter N, on peut en

outre supposer que [ > N = aEf) = a,, : comme v (a(l) - a(l)) >m+1 et vy(am —a) > m+1, on a donc



[>N=uv, (a(l) — a) > m+ 1. Il en résulte que k > N = v, (a(k) — a) > m + 1. Comme c’est vrai pour tout

converge dans Z,,.

. k _ . . . . k . . . k:
m €N, on a khﬂngo dp (a( ), a) = 0, ce qui signifie que kl;rr;o a®) = q : la suite (a( ))kzo

Remarque. Une suite de Cauchy est bornée : si (a(k))k>0 est une suite de Cauchy dans Qp, il existe » € N tel que |a(k)| < p" soit encore a(k’) cp " Zp
= D
pour tout k € N. La suite (pra(k))k>0 est a valeurs dans Zp et est de Cauchy : d’apres la question qu’on vient de traiter, elle converge. Si o € Zp désigne

sa limite, on a _lim a(¥) = p~"a € Q. Cela montre la suite (a(K)), S converge dans Q,, qui est donc complet.
— 00 =

(48) e Suppons que la suite (S,),>0 converge dans Q, : notons S sa limite. Si k € N5o, on a alors

rr = Sp — Sk_1, donc hm rr =S5 — S5 =0, soit encore hm |xk| =0.
k—s o0

e Réciproquement, supposons que khm |.23k|p = 0. Soit ¢ 6 R>o :il existe N € N tel que k > N = \mk|p <e.
—00
Sil>k>N,ona

Sy — Skl, = < Jnax, |zil, <e

i=k+1

l
> Wi
P

en vertu de la question (21) (I'inégalité ultramétrique, démontrée pour les rationnels, est encore valable sur
Q, : elle résulte de la question (36)). Cela montre que la suite (S,)n>0 est de Cauchy dans Q,,. D’apres la
question précédente, elle converge.

ITI. Termes nuls d’une suite récurrente linéaire

(49) La relation u,11 = agun + a@1tunt1 + - - + @g—1Untq—1 se traduit par V'égalité U, = AU, avec

01 0 « 0
A= emam
0 - - 0 1
ap ai o o Gd—1
(matrice compagnon du polynéme P(X) = X% —aq_1 X971 — ... —ag). Une récurrence immédiate implique

1
0

alors que U, = A"Uj pour tout n € N. Posons X = <> conau, =XTU, = XTA"U, pour tout n € N.
0
(50) En développant par rapport & la premiére colonne, on a det(A4) = (—1)%*1ag : comme ag # 0, on a

Ae GLd(Q).

Remarque. L’énoncé est un peu vague : il ne précise pas inversible dans quel anneau. En particulier, si ag ¢ {1}, la matrice A n’est pas inversible dans M (Z).

(51) Soit p un nombre premier ne divisant pas ag (il en existe vu qu’il y a une infinité de nombres premiers
mais seulement un nombre fini qui divisent ag). En notant avec une barre I'image d’un entier dans Z /p Z,
on a det(A) = det(A) = @y (parce que la surjection canonique Z — Z /pZ est un morphisme d’anneaux) :
comme p{ ag, on a ag € Z /pZ\{0}, i.e. det(A) € (Z /pZ)* (rappelons que comme p est premier, 'anneau
Z /pZ est un corps donc (Z /pZ)* = Z /pZ\{0}), ce qui montre que A € GL4(Z /pZ).

(52) Le groupe GL,4(Z /pZ) est fini. D’apres la question (4), il est d’ordre k = (p? —1)(p? —p) - (p? —p?~1).
D’apres le théoreme de Lagrange, on a A* = I, ce qui signifie que A* =1; mod pMy(Z), soit encore qu’il
existe B € My(Z) telle que A* =1, +pB.

(53) Manifestement, I’énoncé ne dit pas ce qu’il veut : il semble demander de prouver que la suite (pj fi(n) (”) )j> o

définit un élément de Z, (vu comme ensemble des suites d’entiers vérifiant certaines propriétés donnees au
début de la partie II-A, ce qui est rlgoureusement faux en général : les rationnels p’ ! ”(") ne sont pas entiers

en général, et méme quand ils le sont, il n’on aucune raison de vérifier les encadrements et congruences
fi (")

définnissant Z,. Vu la suite, la vraie question est : montrer que la suite (p’ ) >0 est a valeurs dans Z,. A

fond, il s’agit de montrer que pour tout j € N et tout x € Z (ici on 1’apphque ax = fj(n)),ona pj% €Z,.
Comme Z,, est un anneau, il suffit de montrer que , € Z, pour tout j € N. On a déja p’, j! € Z, et j! # 0,
donc 2 € Q, = Frac(Z,). Par allleurs, on a v,(p?) = j et v,(j!) < -5 (en vertu de la question (16)), donc

. ! — p—1 )
vp(z;—j) =u,(p?) —vp(j) > j— L = ;;%?j >0 : la question (43) montre alors que ?—J! € Z,, ce qui acheve la
preuve.



(54) e D’apres la question (48), la série S(n) converge dans Q,, si et seulement si son terme général tend
vers 0. En reprenant le calcul de la question précédente, on a

vp(Pj%) =J = vp(G) +vp(f5(n)) = ifﬁj'

( )

Comme p > 2 par hypothese, on a lim v, (W%) +00, d.e. que lim p’ fj =0, et permet de conclure a
j—o0 : j—oo

la convergence de la série S(n) dans Q,,. Comme chacun des termes de la série appartient a Z, (¢f question
précédente) et comme Z;, est complet donc fermé dans Q,, (cf question (47)), la série converge en fait dans
Z,.

Remarque. Le point admis avant la question (55) est faux dans cette généralité. Supposons p # 2... Fixons une partie quelconque A C Z et posons fj =1y

oo (n
(la fonction caractéristique de A) pour tout j € N. On dispose de S(n) = > p7 # pour tout n € Z. Par construction, on a S(n) = 0 dés que n € Z\ A

< i < i J

(tous les termes de la somme sont nuls). Sin € A, on a S(n) = > T;—, =14+ 3 %r. Le calcul fait plus haut montre que %r € pZp lorsque j > 0 : on a
L e T T

donc S(n) =1 mod pZp, en particulier S(n) # 0 quand n € A. En choisissant A non vide de complémentaire infini dans N (par exemple A I'ensemble des

entiers pairs), on obtient un contre-exemple).
Cela dit, et c’est sans doute ce que le rédacteur avait en téte, le résultat annoncé est valide lorsque les fonctions f; sont polynémiales : 'application S est alors

une série entiere & coefficents dans Zyp, et cela résulte de la théorie des polygénes de Newton (cf chapitre IV paragraphe 4 de Koblitz, p-adic numbers, p-adic
analysis, and zeta-functions, Springer, Graduate text in Mathematics 58).

(55) Avec les notations de la question (49), on a up, 1, = XT AUy = XT(1; +pB)"A"Uy. Comme I, et
B commutent, on a (I;+pB)" = ﬁjo (?)]ﬂBﬁ = io ’]’—J,n(n —1)---(n—j+1) (bindme de Newton). Si j € N
et n € Z, posons f;(n) =n(n — 1)ji ‘n—j+ 1)J)}TBjATU0. Cela définit une application polynomiale sur Z
& valeurs dans Z. Observons par ailleurs que si j >n,onan(n—1)---(n—j+1) =0, i.e. fj(n)=0. Cela
montre donc que Ugy4r(n) = Z P’ fj(n) § M% D’apres le point admis (et dont l'usage est licite vu
que les fonctions f; sont polyrfor?nales)7 si l’é;lgemble Z.(u) est infini, alors il est égal & n en entier.

IV. Exponentielle p-adique et applications

IV.A. Définition de ’exponentielle
(56) D’apres la question (16), on a vy(n!) < ;%5 pour tout n € N. Siz € Q,, on a

z" n

vp( L ) = nup(x) — vp(n!) > nuy(z) — = n(vp(as) — p%l)

1, on a donc nh—>120 vp(%) 400, soit encore nluglo %,L = 0 dans Q,,. D’apres la question (48), la

série e, () converge dans Q,

Si vp(z) > 5

Remarque.  Le calcul qui précéde montre en fait un peu plus. Si vp(z) > ﬁ alors ‘77—, € Zp pour tout n € N, ce qui montre qu’en fait, la série ep(z)
converge dans Zp.

e Dans tout 1’énoncé, on ne travaille qu’avec des éléments de Qp, sur lequel la valuation p-adiques est & valeurs dans Z U{co} : le rationnel pil est un peu

déroutant de prime abord. Il s’explique parce qu’on peut étendre la définition de I’exponentielle a des extensions de Qp, (par exemple une cléture algébrique

de Q) voire le complété d’icelle) sur lesquelles la valuation p-adique se prolonge, mais n’est plus & valeurs entidres, mais rationnelles. La borne pil subsiste

dans ce contexte plus général.

(57) Soit N € N. Sin € {0,..., N}, on a &E0)" =%2()”"=Z%é_5!=,2 22 donc

Suppsons vy (z), v,(y) > p%l :sii,j € N,ona

Up(m*l%!) = wp@) - Up(“) +jvp(y) - Up(j!) > i(vp(x) - p%) +j(vp<y) - p%) > (i+j)p



ou p = min{v,(z),v,(y)} — p%l € R-g. On a donc vp< > f—:g—f) > sup vp(f—:%) > Ny (inégalité

0<i,j<n 0<i,j<n
i+j>N i+j>N
SEAYR ST AR SNk !
ultramétrique), de sorte que ( z%) 7)( Zo ’;—,) — Zo o < ;@ pour tout V€ N, ce qui implique
7= j= n=
P

i [(55)(55)- 5 =] o

N—=oo | \i=p n=0

soit encore ep(z)e,(y) — ep(z +y) = 0, ce qu’on voulait.

58) On a v, ((—1)"1) = nu,(t) — v,(n). Comme p®»™ | n, on a p*»™ < n, donc vy(n) < B ce qui
p n P P p ln(p)

implique que vp((—l)""’l%) > nu,(t) — llﬁgz)) L’hypothese [t|, < 1 signifie que v,(t) > 0, ce qui implique

que nlgréo (nvy(t) — llxrll((z;) = 400, soit encore nlLr&(—l)”+1% = 0 dans Q,, : la question (48) implique la

convergence de la série {,,(1 + t).

IV.B. Inversibles de Z /p" Z

(59) Un entier x a une image dans Z /p™ Z inversible si et seulement s’il est premier & p™ i.e. & p. Cela implique
que son image n’est pas inversible si et seulement si p | z. Il en résulte que (Z /p™ Z)\(Z /p" Z)* = pZ [p" Z.
Ona#Z/p"Z =p"et#pZ /p" Z = p" ! : cela montre que p(p") = #(Z /p" Z)* = p"—p"~ 1 =p"~L(p—1).

(60) Notons f: Z /p"Z — Z /pZ la surjection canonique (c’est la réduction modulo p). C’est un morphisme
d’anneaux. Il induit un morphisme de groupes multiplicatifs w: (Z /p™ Z)* — (Z /pZ)* (introduit dans la
question suivante). Il suffit alors d’observer que H n’est autre que le noyau de 7 : ¢’est donc un sous-groupe
de (Z /p™Z)*.

Remarque. Omn a #(Z /p™ Z)X = # Im(w)# Ker(w). Comme #(Z /p"™ Z)* = p™~1(p — 1) en vertu de la question (59) et # Ker(n) = #H = p™~ 1, on en
déduit que #Im(w) = p — 1 = #(Z /pZ) >, ce qui prouve que m est surjectif (ce que 'on peut démontrer directement en relevant les éléments de (Z /p Z)*
dans Z \p Z puis en réduisant modulo p').

(61) (a) Comme p est premier, le quotient K = Z /pZ est un corps. Il est fini (de cardianl p) : d’apres
la question (6), son groupe multiplicatif K* = (Z /pZ)* est cyclique. Soit o un générateur de (Z /pZ)*.
Choisissons un relevement & de o dans (Z /p™ Z)*, i.e. tel que w(@) = « (c’est possible vu quer est surjectif).
Soit m P'ordre de @ dans (Z /p” Z)*. Onaa™ =1 donc o™ = n(a™) = n(1) = 1, ce qui montre que p—1 | m.
D’apres le théoréme de Lagrange, on a en outre m | #(Z /p™ Z)* = p"~1(p—1). Cela montre que m = p"(p—1)
avec r € {0,...,m — 1}. Choisissons un entier a € Z tel que @ = a?" € (Z /p" Z)*. Par construction, @ est
d’ordre p — 1. Par ailleurs, on a 7(a@) = (&% ) = o = a vu que o = a (car a?~! = 1), si bien que @ = «
engendre (Z /pZ)*.

(61) (b) Comme @ et a sont d’ordre p — 1 dans (Z /p"Z)* et (Z /pZ)* respectivement, les applications
Z — (Z /p"Z)* et Z — (Z /pZ)* définies par k +— @ et k + a* respectivement se factorisent & travers des
morphismes f: Z/(p—1)Z — (Z /p"Z) et g: Z/(p—1)Z — (Z /pZ)*. Comme a engendre (Z /pZ)*, le
morphisme g est un isomorphisme par cardinalité. On peut donc définir le morphisme de groupes composé
o= fog Y (Z/pZ)* — (Z/p"Z)*. Par ailleurs, on a 7(a) = a, donc 7o f = g, ce qui implique que
mop=mofogl= Id(z /pz)x-

Remarque. Il y a une coquille dans I’énoncé : on obtient l'identité de (Z /pZ)* et non de (Z /p™ Z)*.

(61) (c) Notons i: H — (Z /p™ Z)* le morphisme d’inclusion. On dispose donc de lapplication

Y: Hx(Z/pZ)" — (Z /p"Z)"
(h,z) — hp(x)

C’est un morphisme de groupes (le membre de gauche étant muni de la structure de groupe produit) parce
que (Z /p™ Z)* est abélien. Soit (h,z) € Ker(¢) : on a hp(x) = 1: en appliquant 7, on a 1 = 7(h)n(¢(z)) = =
vuque h € H = Ker(r) et mop = Id(z /,z)x . Comme ¢ est un morphisme de groupes, on a p(z) = ¢(1) =1,
et donc h = ho(z) = 1. Cela montre que Ker()) = {(I, T)}, et donc que 1 est injectif. Comme #H = p"~!
et #(Z/pZ)* =p—1,ona #(H x (Z/pZ)*) =pn—1(p —1) = #(Z /p" Z)* (cf question (59)) : par
cardinalité, 1 est un isomorphisme.



apres le calcu alt dans la questlon ,0n a v nN\op\r) — —= omme p est umpair, on a
62) D’aprés le calcul fait dans 1 ion (59 o (25) > (v, -Ly).C impai

p%l < 1:sin >0, on adonc vp( ) >0, i.e. vp( ) > 1 vu que v, est a valeurs entieres. Cela implique que

% € pZ, pour tout n > 0. Comme pZ, est fermé dans Q,, (parce que Z, est complet, c¢f question (47)), la
o0
série convergente ) % appartient a pZ,. Il en résulte que e,(z) € 1 +pZ, C Z,.
n=1
(63) Supposons n > 0. D’aprés la question précédente, 'application e, induit une application pZ, — Z,
on dispose bien du composé m, o e,: pZ, — Z /p" Z. On a vu en fait que e,(pZ,) C 1+ pZ,. Par ailleurs,
onal+pZ, CZ; en vertu de la question (39), et I'application induite pZ, — Z, (encore notée e,) est
un morphisme de groupes de (pZ,,+) vers (Z,,.) (¢f question (57)). Enfin, le morphisme d’anneaux 7,
induit un morphisme de groupes multiplicatifs m, : Z>< — (Z /p™Z)*. Le composé m, o e, fournit donc en
fait un morphlsme de groupes de (pZ,,+) vers ((Z /p Z)*,.). Notons-le €,. Si k,n € Nso, on a comme

plus haut vp( o ) = nk — vp(k!) > nk — 1% > (n - 7)k (parce que p > 3 par hypothese). Si k > 2, on a

donc vp(%) >2n —1 2> n. On a en outre vp(%) = n lorsque k = 1. Comme dans la question précédente,
oS} n p—

cela implique que e, (p™) — 1= > pk!k € p"Z,, si bien que m,(e,(p")) =1, i.e. p"™ € Ker(e,,). Cela signifie
k=1

précisément que &, (x) = (wn o ep)(x) ne dépend que de la classe de x modulo p™, i.e. que de 'image X de z

dans pZ, /p" Z, ~ pZ /p" Z (notons que le morphisme surjectif m,,: Z /p™ Z se factorlbe en un isomorphisme

Z,/p"Zy,>Z /p Z, parce que Ker(m,) = p"Z,).

(64) D’apres la question précédente, le morphisme e,,: pZ, — (Z /p™ Z)* se factorise en un morphisme de
groupes ,: pZy, /p" Z, — (Z [p™ Z)*. Comme on l'a vu dans la question (62), le morphisme e, envoie pZ,
dans 1+ pZ, : le morphisme &, est & valeurs dans H =1+ pZ /p™ Z.

Sit€pZy, onalt], <1:ondisposedel,(l+1)€Q, Sine€Nsg, ona

n+1t" In(n) In(n) _ (n—1)In(p)—In(n) __ A(n)
v (1)) Znop(t) — [y 2 n— gy =1+ Tn(p) =1+ L)

ot A: [1,400[— R est donnée par A(z) = (z — 1)In(p) — In(z). Etudions la fonction A : on a A(1) = 0,

et N(z) = In(p) — L > In(p) — 1 > 0 (parce que p > 3); la fonction A est donc strictement croissante,

d’ott positive sur [1 ,+oo[. Il en résulte que vp((—l)“‘”;) > 1 pour tout n > 0, ce qui implique que
l,(1+t) € pZ,. D’apres le point admis apres la question (58), on a en outre e, (I,(1+t)) = 1+t : le morphisme
ep: pZy — 14+ pZ, est donc surjectif. Il en est donc de méme de &,: pZ, /p" Z, — 1+pZ /p" Z. Comme on
I'a vu ci-dessus, le morphisme d’anneaux , induit un isomorphisme de groupes Z, /p" Z,, 5 Z/p"Z :on a
donc un isomorphisme de groupes pZ /p™ Z :>pr /p™ Z,,. Composé avec &, cela fournit un morphisme de
groupes surjectif

pZ/p"Z - 1+pZ/p"Z

qui est nécessairement un isomorphisme par cardinalité (la source et le but sont d’ordre p"~1).

(65) Ici p =5 et n = 3. Un générateur de (5Z /125Z,+) est 5 : d’apres la question précédente, son image
par Iisomorphisme €3: 5Z /125Z — 1 + 5 Z /125 Z est un générateur de (1 + 57 /125Z,.). Comme on l'a
vu plus haut, on a ’05(k,) > k(l — 7) = =% de sorte que k > 4 = v5(k,) > 3. On a aussi v5(53?) =3 : cela

2
montre que e5(5) = ?T' mod 125Z5. Ona2x3 =1 mod 5, d’o1 2 x 3 x 25 =25 mod 125, de sorte que

k=0
2 =175 mod 125 Zs. Finalement, e5(5) = 145+ 75 mod 125 Zs, et donc &5(5) = 81 est un générateur de
(1+5%Z/125%Z,.).

Remarque. On peut montrer de fagon plus élémentaire (par récurrence sur m) que si p est premier impair, alors la classe de 1 + p est un générateur de
(1+p2Z/p™Z,.), donc ici 6 est aussi un générateur de (1 + 52 /125 Z, .).

(66) D’apres la question (64) (resp. la question (4)), le groupe (1 + pZ /p™Z,.) (resp. ((Z /pZ)*,.)) est
cyclique, donc isomorphe a (Z /p"~tZ,+) (resp. (Z /(p — 1) Z,+)). Par ailleurs, il existe un isomorphisme
(Z /p" Z)* S(1+pZ /p" Z)x(Z /pZ)* en vertu de la question (61) : on en déduit qu'il existe un isomorphisme
(Z/p"Z) S(Z [p" ' Z) x (Z /(p— 1) Z)

(le groupe de départ étant multiplicatif, celui de droite additif). Comme pged(p”~!,p — 1) = 1, le théoréme
des restes chinois implique que le morphisme naturel Z /p"~(p—1)Z — (Z /p"~*Z) x (Z /(p — 1) Z) est un
isomorphisme de groupes additifs. on en déduit un isomorphisme de ((Z /p™ Z)*,.) sur (Z /p" (p—1)Z,+),
ce qui prouve que ((Z /p™Z)*,.) est cyclique.
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